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ΘΕΜΑ 1. (2,5 µονάδες)
(1) Να αποδειχθεί ότι το αξίωµα της παραλληλίας είναι ισοδύναµο µε την πρόταση το άθροισµα

των γωνιών ενός τριγώνου είναι ίσο µε δύο ορθές γωνίες.
Λύση. Θεωρία

(2) Να αποδειχθεί ότι στην υπερβολική γεωµετρία, δύο όµοια τρίγωνα είναι ίσα.
Λύση. Θεωρία

(3) Να αποδειχθεί ότι στην υπερβολική γεωµετρία, δύο τρίγωνα είναι δυνατόν να έχουν ίδια
ϐάση, ίδιο ύψος αλλά διαφορετικά εµβαδά.
Λύση. Θεωρία

ΘΕΜΑ 2. (1,5 µονάδες)
(1) Να δειχθεί ότι στην απόλυτη γεωµετρία, ένα τετράπλευρο Saccheri είναι παραλληλόγραµµο.

Λύση. Θεωρούµε το τετράπλευρο Saccheri ΑΒΓ∆, όπου Α∆ και ΒΓ κάθετες στην ΑΒ (από
ορισµό). Αρκεί να δείξουµε ότι Α∆, ΒΓ παράλληλες και ΑΒ, Γ∆ παράλληλες. Οι πρώτες
είναι παράλληλες ως κάθετες στην ίδια ευθεία. Για τις ΑΒ, Γ∆: Υποθέτουµε αντίθετα ότι δεν
είναι παράλληλες. ΄Εστω Ε το σηµείο τοµής τους. Τότε η παραπληρωµατική γωνία της ∆
και η παραπληρωµατική γωνία της Γ ϑα είναι ίσες (αφού ΑΒΓ∆ τετράπλευρο Saccheri) και
ταυτόχρονα ϑα είναι : η πρώτη µεγαλύτερη της µιας ορθής και η δεύτερη µικρότερη της
µιας ορθής (από πρόταση ότι η εξωτερική γωνία τριγώνου είναι µεγαλύτερη από τις απέναντι
εσωτερικές). Αδύνατο και το Ϲητούµενο αποδείχτηκε.

(2) Στην απόλυτη γεωµετρία ϑεωρούµε τρίγωνο ABΓ. Αν M είναι το µέσο της πλευράς BΓ, να

δειχθεί ότι : AM <
AB +AΓ

2
. Στη συνέχεια, να αποδείξετε ότι το άθροισµα των µηκών των

διαµέσων ενός τριγώνου, είναι µικρότερο από την περίµετρο αυτού.
Λύση. Προεκτείνουµε την AM σε σηµείο ∆, έτσι ώστε AM = A∆. ΄Επεται ότι ABM =
MΓ∆ και άρα AB = Γ∆. Από τριγωνική ανισότητα στο τρίγωνο A∆Γ γνωρίζουµε ότι :

2AM = A∆ < AΓ + Γ∆ = AΓ +AB

και το Ϲητούµενο αποδείχτηκε. Για τη παρατήρηση στη συνέχεια, προσθέτουµε τις αντίστοι-
χες σχέσεις όλων των διαµέσων.

ΘΕΜΑ 3. (1,5 µονάδες)
Να ϐρεθεί η εικόνα της ευθείας y = αx + β µέσω της αντιστροφής C, µε κέντρο αντιστροφής το
σηµείο (x0, y0) = (0, 0) και ακτίνα αντιστροφής ρ = 2. Ως εφαρµογή αυτού, να ϐρεθεί η εικόνα της
ευθείας x+ 2y = 3 ως προς τον κύκλο αντιστροφής C.
Λύση. Κάνουµε τις αντικαταστάσεις

x =
4x′

x′2 + y′2
, y =

4y′

x′2 + y′2
.

∆ιακρίνουµε περιπτώσεις. Αν β = 0, τότε προκύπτει η ίδια ευθεία. Αν β 6= 0, τότε προκύπτει

κύκλος. Για την εφαρµογή, αντικαθιστούµε τις παραµέτρους α = −1

2
, β =

3

2
στην εξίσωση κύκλου

που ϐρήκαµε παραπάνω.
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ΘΕΜΑ 4. (2,5 µονάδες)
(1) Θεωρούµε την Υ-ευθεία (ε) : (x− 3)2 + y2 = 4 στο υπερβολικό επίπεδο H2 και ας είναι z =

2+3i Υ-σηµείο αυτού. Να ϐρεθούνε δύο διαφορετικές Υ-ευθείες που διέρχονται από το z και
είναι παράλληλες προς την (ε). Στη συνέχεια, να προσδιορίσετε ένα Υ-παραλληλόγραµµο.

Λύση. Λαµβάνουµε τα σηµεία που τέµνει η δοθείσα Υ-ευθεία τον ορίζοντα. ∆ύο Υ-ευθείες
παράλληλες µε τη δοθείσα, είναι αυτές που διέρχονται από το κάθε σηµείο µε το z (αποδει-
κνύεται παρατηρώντας τη διάταξη των σηµείων τοµής των ευθειών αυτών µε τον ορίζοντα). Για
να ορίσουµε ένα παραλληλόγραµµο, παίρνουµε δύο από αυτές τις ευθείες και δύο ευθείες
κάθετες στον ορίζοντα (που τέµνουν την αρχική Υ-ευθεία).

(2) Να προσδιοριστεί ο Υ-κύκλος µε διάµετρο το Υ-ευθύγραµµο τµήµα AB, όπου A = 1 + i και
B = 2 + 2i είναι Υ-σηµεία του υπερβολικού επιπέδου H2.

Λύση. Ο Ϲητούµενος Υ-κύκλος έχει κέντρο το Υ-µέσο του AB (έστω αυτό O). Η ακτίνα του
κύκλου προσδιορίζεται αν ϐρούµε την Υ-απόσταση του Υ-ευθυγράµµου τµήµατος AO.

ΘΕΜΑ 5. (2 µονάδες)
Να κατασκευαστεί Υ-ορθογώνιο τρίγωνο, του οποίου οι κορυφές να είναι Υ-σηµεία της µορφής
P1 = (x1, y1) , P2 = (x2, y2) , P3 = (x3, y3) ∈ H2, όπου x1, x2, x3 διαφορετικά ανά δύο. Στη
συνέχεια, να υπολογιστεί το µήκος της υποτείνουσας του Υ-τριγώνου P1P2P3.

Λύση. 1η λύση) ΄Εστω µια οποιαδήποτε Υ-ευθεία της µορφής (x− x0)2 + y2 = r2 µε (x0, 0) το
κέντρο του ηµικυκλίου στον ορίζοντα. Είναι γνωστό ότι η εφαπτοµένη ενός κύκλου είναι κάθετη
στην ακτίνα του κύκλου που αντιστοιχεί στο σηµείο επαφής. Φέρουµε µια τυχούσα εφαπτοµένη στη
παραπάνω Υ-ευθεία, όχι παράλληλη µε τον ορίζοντα και έστω K το σηµείο επαφής και O το σηµείο
τοµής της εφαπτοµένης µε τον ορίζοντα. Τότε αν πάρουµε κύκλο µε κέντρο το O και ακτίνα OK
αυτός τέµνει ορθογώνια τον αντίστοιχο κύκλο της Υ-αρχικής µας ευθείας. Στο σηµείο τοµής τους,
έχουµε και τη Ϲητούµενη ορθή γωνία του τριγώνου. Λαµβάνοντας δύο οποιαδήποτε άλλα σηµεία
των Υ-ευθειών, έχουµε ένα Υ ορθογώνιο τρίγωνο. Για το µήκος της υποτείνουσας, υπολογίζουµε την
Υ-απόσταση των σηµείων που επιλέξαµε (απέναντι από την ορθή γωνία του τριγώνου).

2η λύση) Γνωρίζουµε ότι κάθε κύκλος που διέρχεται από δύο αντίστροφα σηµεία (ως προς κάποια
αντιστροφή), τέµνει τον κύκλο αντιστροφής ορθογώνια. Λαµβάνουµε Υ-ευθεία (µορφής ηµικυκλίου),
ϑεωρούµε τον αντίστοιχο κύκλο, ως κύκλο αντιστροφής και εφαρµόζουµε τη προηγούµενη πρόταση.
Προσοχή, πρέπει και τα δύο κέντρα των κύκλων να ϐρίσκονται στον ορίζοντα, διαφορετικά δε ϑα
είναι Υ-ευθείες.

* Οι λύσεις αυτές δεν είναι µοναδικές. Υπάρχουν κι άλλοι τρόποι επίλυσης όλων των παραπάνω
ϑεµάτων.
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